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Sommario
Molto spesso i vari componenti di un sistema sono costretti a scorrere gli uni su
gli altri con attrito. Il comportamento dinamico che ne deriva è in generale molto
complesso. Questo lavoro è volto all’analisi dinamica di un semplice modello: un blocco
rigido connesso ad una molla e libero di scorrere con attrito (di tipo coulombiano) su
di una superficie rigida, scabra e che si muove con diversi tipi di legge oraria (superficie
fissa, mobile a velocità costante e oscillante). Il modello, nonostante la semplicità,
permette di simulare vari tipi di fenomeni dinamici e di studiarne le caratteristiche al
variare dei principali parametri di sistema. Il sistema a superficie fissa è caratterizzato
da oscillazioni smorzate. Se la superficie si muove a velocità costante il blocco si muove
alternando ad una fase di aderenza una o più fasi di strisciamento: moto di stick-slip.
Se la superficie è oscillante il sistema presenta vari tipi di cicli limite: aderenza con-
tinua, scorrimento continuo e stick-slip con una o più fasi di aderenza e scorrimento
per semi-periodo. La trattazione è divisa in cinque capitoli: il primo è di carattere
introduttivo e ripercorre l’evoluzione delle varie teorie della forza di attrito, il secondo
descrive il modello meccanico utilizzato e nei restanti tre è analizzata in dettaglio la
dinamica del sistema nei tre regimi di moto della superficie al variare dei principali
parametri.
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Introduzione
La comprensione e la predizione dell’attrito agente tra superfici in movimento
è uno dei più antichi e frequenti problemi fisici che si devono affrontare durante la
progettazione di vari dispositivi mobili. Generalmente è necessario considerare gli
effetti negativi di un elevata forza di attrito su tutti quei componenti (es: macchine
utensili, collegamenti con cerniere, parti rotanti di turbine, pistoni, impianti frenanti
[11], ecc. ) che potrebbero esserne compromessi in termini di efficienza e usura. Gli
effetti dell’attrito non devono, però, essere sempre considerati dannosi. Senza attrito
non sarebbe possibile far suonare una corda di violino e sicuramente sarebbe impossibile
camminare. In alcuni casi è addirittura vantaggioso massimizzare la forza di attrito
per migliorare le prestazioni di un determinato componente (ad esempio i pneumatici
sono progettati per ottenere il più alto coefficiente di attrito possibile con l’asfalto) o
per ottenere un effetto smorzante.
Gli effetti della forza di attrito tra solidi sono stati oggetto di studio di alcuni dei più
brillanti scienziati: Leonardo da Vinci, Coulomb e Reynolds che hanno contribuito alla
formulazione delle teorie classiche dell’attrito con e senza lubrificanti.
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Figura 1: Contributi alla ricerca sull’attrito
Il comportamento dinamico dei componenti che strisciano con attrito gli uni su
gli altri è in generale molto complesso e rappresenta l’argomento principale di questo
lavoro. Il sistema analizzato è di per se molto semplice: un blocco rigido collegato ad
una molla di costante elastica k e lunghezza di riposo nulla e libero di scorrere sudi una
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superficie rigida, scabra e mobile. La legge che descrive la forza di attrito che agisce tra
il blocco e la superficie è di tipo coulombiano. Modelli di questo tipo sono stati oggetto
di molti studi a partire dall’analisi dei cicli limite di puro scorrimento di Den Hartog [5],
l’indagine sulla natura e sull’ andamento del coefficiente di attrito dinamico in funzione
della velocità di strisciamento µk(x˙rel) di Bowden e Leben [2], Bowden e Tabor [3],
Sampson et al. [16] e Rabinowicz [15] . Più recentemente si possono citare i contributi
di Parnes [12], in cui un modello a 1-DOF è utilizzato per rappresentare l’interazione
tra il terreno e una tubatura interrata durante un terremoto, e di Hong e Liu [8, 9] in
sono illustrate alcune soluzioni analitiche per un sistema massa-molla soggetto ad una
forzante armonica e libero di scorrere con attrito su di una superficie fissa. Il presente
lavoro è volto all’analisi della risposta dinamica di un oscillatore semplice in contatto
con una superficie mobile scabra e si articola come segue:
• capitolo 1: descrizione delle forze di attrito e ricostruzione storica dell’evoluzione
delle teorie sull’attrito.
• capitolo 2: descrizione del modello meccanico e del modello di attrito utilizzato.
• capitolo 3: risposta dinamica di un oscillatore semplice a contatto con una
superficie scabra fissa. Analisi dei parametri che influenzano la storia di moto
e dimostrazione dell’effetto disipativo dell’attrito. Analisi dei risultati ottenuti
tramite simulazione numerica ottenuta mediante implementazione del modello in
Matlab.
• capitolo 4: risposta dinamica di un oscillatore semplice a contatto con una
superficie scabra mobile a velocità costante. Analisi dei parametri che influenzano
la storia di moto e descrizione del moto di stick-slip e del fenomeno di inversione
di velocità. Analisi dei risultati ottenuti tramite simulazione numerica ottenuta
mediante implementazione del modello in Matlab.
• capitolo 5: risposta dinamica di un oscillatore semplice a contatto con una
superficie scabra mobile con legge oraria armonica. Analisi dei parametri che
influenzano la storia di moto. Descrizione ed individuazione dei domini di
esistenza dei divirsi tipi di ciclo limite: aderenza continua, stick-slip e scorrimento
continuo. Analisi dei risultati ottenuti tramite simulazione numerica ottenuta
mediante implementazione del modello in Matlab.
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Capitolo 1
Sviluppo storico delle teorie
sull’attrito
1.1 Teorie classiche della forza di attrito
Le teorie classiche della forze di attrito sono state sviluppate tra il XV e XIX secolo.
Leonardo da Vinci arrivò alla conclusione che la forza d’attrito era indipendente dalla
superficie di contatto. Nel 1699 Guillelme Amontons (1663-1705) condusse alcuni
esperimenti sull’attrito di solidi non lubrificati e giunse alla conclusione che la forza di
attrito Ff era direttamente proporzionale al carico di compressione moltiplicata per
un coefficiente di proporzionalità µ indipendente dal carico (prima legge di Amontons)
e indipendente dall’area di contatto (seconda legge di Amontons):
Ff = µ ·N
Secondo Amontons la forza di attrito era da attribuirsi all’interazione tra le irre-
golarità superficiali e la dissipazione di energia era causata dallo slittamento da una
posizione di equilibrio all’altra. L’indipendenza del coefficiente di attrito dall’area
di contatto apparente è stato ampliamente verificata da Bowden e Tabor [3] che,
utilizzando le teorie di Hertz e misurando la conduttività del collegamento tra due
superfici, hanno dimostrato che l’area reale di contatto è largamente inferiore a quella
apparente e dipende principalmente dalla forza di pressione tra le due superfici. Risulta
infatti che quando due superfici sono in contatto l’area reale di contatto è la somma
di piccole asperità che effettivamente sorreggono le due superfici; la dimensione e il
numero di micro-aree di contatto dipende dalla pressione agente tra le due superfici e
non dalle dimensioni apparenti dell’area di contatto (fig. 1.1). Questo fenomeno può
produrre nelle asperità di contatto delle tensioni così alte, anche in presenza di pressioni
1
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limitate, da causare deformazioni plastiche localizzate e giunzioni tra le asperità. Se
indichiamo con N il carico normale di pressione tra le due superfici e con σs la tensione
di snervamento del materiale avremo che l’area di contatto reale ∆a necessaria è [13]:
∆a =
N
σs
(1.1)
Indicando con τs la tensione di snervamento a taglio, la forza necessaria a rompere
le giunzioni presenti è F = τs∆a che utilizzando la relazione 1.1 diventa:
F =
τs
σs
N (1.2)
e quindi il coefficiente di attrito risulta essere µ =
τs
σs
e cioè indipendente dall’area
di contatto apparente e dal carico di pressione applicato.
Area di contatto apparente
Area di contatto reale
Figura 1.1: Area di contatto reale ed apparente
Successivamente venne notato che la forza di attrito tra superfici in movimento era
notevolmente inferiore alla forza che di attrito fra superfici ferme e nel XVIII secolo
Coulomb formulò la nota legge, illustrata in fig. 1.2, che suddivide l’attrito in statico,
Fs, e dinamico,Fk:
|Fs| ≤ µs ·N (1.3)
|Fk| = µk ·N (1.4)
Dove le costanti di proporzionalità µs e µk sono indipendenti dal carico normale N .
µk è indipendente dalla velocità relativa tra le superfici in strisciamento e la relazione
1.3 significa che in condizioni di aderenza il coefficiente di attrito µ può assumere
qualsiasi valore compreso nell’intervallo [−µs,+µs]. A questo punto restano da definire
la direzione e il verso: per l’attrito dinamico risulta che la direzione coincide con quella
della componente della velocità relativa parallela al piano di strisciamento mentre il
verso è opposto alla stessa (figura 1.2). La forza di attrito statico è, per natura, diretta
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in modo da impedire il moto relativo tra le superfici e quindi la direzione sarà quella
della componente dell’accelerazione parallela al piano di scorrimento e il verso opposto.
Se si decide di assegnare il segno al coefficiente di attrito, come illustratoin figura 1.2
allora la forza di attrito coulombiano può essere scritta nella seguente forma:
F = µN (1.5)
dove il coefficiente di attrito µ è definito come:
µ(x˙rel) =

µk
x˙rel
|x˙rel| se x˙rel 6= 0
[−µs, µs] se x˙rel = 0
(1.6)
vrel
?
?s
??s
?k
??k
?
Figura 1.2: Andamento del coefficiente di attrito in funzione della velocità di strisciamento
secondo la legge di attrito coulombiano.
Sebbene largamente utilizzate le leggi che descrivono l’attrito coulombiano risultano
alquanto approssimative e poco adatte allo studio di fenomeni che presentano velocità
di strisciamento non stazionarie. Metodi di ricerca ed esperimenti sempre più accurati
hanno infatti permesso di dimostrare che il coefficiente di attrito dinamico µk non può
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Figura 1.3: Andamento del coefficiente di attrito in funzione della velocità di scorrimento
per l’accoppiamento Acciao-Acciao [16]
essere considerato indipendente dalla velocità relativa tra le superfici in strisciamento [2,
3, 16] anche se si tratta di superfici non lubrificate e che il coefficiente di attrito statico
µs non può essere considerto costante quando si analizzano sistemi in cui c’è alternanza
di fasi di aderenza e strisciamento es. stick-slip. Innanzi tutto va sottolineato che gli
effetti della forza di attrito non sono limitati alle superfici di contatto ma si estendono
all’interno dei corpi in contatto e quindi le caratteristiche meccaniche dei materiali
risultano di primaria importanza. In accordo con la teoria di Coulomb gli esperimenti
effettuati da Sampson et al. [16] hanno messo in evidenza che il coefficiente di attrito
precipita più o meno rapidamente dal valore statico µs a quello dinamico µk quando le
superfici iniziano a strisciare l’una sull’altra. Il coefficiente di attrito dinamico però
non rimane costante durante l’intera fase di strisciamento ma decresce all’aumentare
della velocità ed inoltre non ritorna istantaneamente al valore statico µs quando il
il moto relativo tra le superfici termina. L’andamento del coefficiente di attrito in
funzione della velocità relativa può variare molto al variare dei materiali e dei loro
accopiamenti: in alcuni casi presenta un andamento iniziale pressocchè lineare come
nel caso di figura 1.3 per poi assestarsi ad un valore limite del coefficiente di attrito
dinamico. Nel caso di figura 1.4 invece la diminuzione iniziale è molto rapida e il valore
del coefficiente di attrito passa istantaneamente dal valore statico µs a quello dinamico
µk che risulta praticamente indipendenta dalla velocità di strisciamento. Infine in
figura 1.5 è mostrato un comportamento intermedio tra i due precedenti: il salto è
si graduale ma molto più rapido alle basse velocità rispeto a quello di figura 1.3 e
l’andamento del coefficiente di attrito in funzione della velocità è molto simile ad un
esponenziale a coefficiente negativo.
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Figura 1.4: Andamento del coefficiente di attrito in funzione della velocità di scorrimento
per l’accoppiamento Acciao-Babbit [16]
In tutti e tre i casi delle figure 1.3, 1.4 e 1.5 è evidente che quando le due superfici
in contatto tornano ad aderire il coefficiente di attrito non ritorna istantaneamente
al valore massimo di µs e che quindi il modello matematico coulombiano deve essere
interpretato adeguatamente. In effetti già lo stesso Coulomb aveva notato che il
coefficiente di attrito statico µs dipendeva dal tempo di contatto stazionario ts.
Inoltre, considerando che i precedenti grafici sono stati costruiti a partire dall’ade-
renza e quindi il punto iniziale è quello indicato con µs, risulta evidente che l’andamento
del coefficiente di attrito dinamico in funzione della velocità di strisciamento non è
reversibile e cioè le curve percorse in fase di accelerazione relativa sono diverse da
quelle in fase di decelerazione relativa tra le superfici. In altre parole non è possibile
definire una semplice e reversibile relazione che leghi il coefficiente di attrito dinamico
alla velocità di scorrimento perchè la forza di attrito istantanea dipende dalla storia
del moto. Questo tipo di comportamento è stato evidenziato da Rabinowicz [15]
mediante comparazione dei dati sperimentali ottenuti da Sampson et al. [16] e le
classiche curve attrito-velocità calcolate in condizioni di velocità stazionaria. Se la
velocità di strisciamento cambia rapidamente le curve calcolate a velocità costante si
discostano molto dai dati sperimentali. A questo problema si può, in parte, ovviare
considerando non la velocità istantanea bensì la velocità media calcolata come la
velocità con la quale è stato percorso un determinato spostamento critico antecedente
all’istante in esame. Se si considera uno spostamento critico costante questa procedura
risulta valida solo a regimi di basse velocità mentre all’aumentare della velocità si
discosta dai dati sperimentali perchè, in effetti, anche lo spostamento critico non
può essere considerato costante [15]. Considerare il coefficiente di attrito dipenden-
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te dalla storia del moto permette anche di chiarire perchè il coefficiente non torna
subito al valore massimo di µs al momento dell’arresto: basta considerare la fase di
aderenza, successiva ad una fase di scorrimento, come un punto di transizione da
uno scorrimento a velocità relativa positiva a negativa (accelerazione relativa negati-
va) o viceversa (accelerazione relativa positiva) tra le due superfici e quindi calcolare
il coefficiente di attrito tenendo conto della storia del moto immediatamente precedente.
[cm/s] |v| rel
μ
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Figura 1.5: Andamento del coefficiente di attrito in funzione della velocità di scorrimento
per l’accoppiamento Wood Metal-Babbit [16]
Nel caso in cui tra i corpi in contatto è interposto un fluido viscoso è necessario
tenerne conto introducendo la teoria dell’idrodinamica basata sulle equazioni di Navier-
Stokes. Nel 1886 Osborne Reynolds pubblicò la famosa teoria dell’ idrodinamica
lubrificata secondo la quale, sotto determinate condizioni di velocità di scorrimeno
e di viscosità del fluido, le superfici sono separate da un strato di fluido abbastanza
spesso (es. 0.01mm [13]) e, di conseguenza, la forza di attrito dinamico decresce
sensibilmente ed è uguale alla resistenza viscosa del lubrificante. Lo stesso effetto
può essere ottenuto in condizioni statiche quando si utilizzano fluidi in pressione
in camere chiuse, in questo caso si parla di lubrificazione idrostatica. Nei regimi di
lubrificazione idrodinamica e idrostatica essendo le superfici separate l’usura superficiale
dei componenti è trascurabile. Diminuendo la velocità di strisciamento o la viscosità
del fluido lo strato di lubrificante si assottiglia e la lubrificazione è detta mista: la forza
di attrito dipende sempre quasi esclusivamente dalla resistenza viscosa del fluido ma
possono verificarsi sporadici contatti tra le protuberanze superficiali e di conseguenza
una modesta usura. Se la velocità di strisciamento o la viscosità del fluido diminuiscono
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ulteriormente il fluido di lubrificazione tende ad essere espulso quasi completamente
e di conseguenza lo spessore dello strato di lubrificante diminuisce fino all’ordine di
grandezza molecolare dando origine a quella che viene denominata lubrificazione limite.
In questo caso, pur avendo una diminuzione di forza di attrito, le asperità superficiali
tornano ad interagire e di conseguenza possono essere fatte cosiderazioni anologhe a
quelle fatte per l’attrito non lubrificato.
Il passaggio da un tipo all’altro di lubrificazione avviene al variare di fattori come la
velocità, la viscosità e il carico di pressione, in maniera graduale con un cambiamento
delle percentuali di carico sopportato dal film fluido e dalle asperità superficiali ricoperte
dallo spessore molecolare di lubrificante. Tale passaggio è ben evidenziato dalle
cosiddette curve di Stribeck di cui si riporta un esempio in figura 1.6.
?
SP ??????v / n
lubrificazione
mista
lubrificazione
idrodinamica
lubrificazione
limite
?d
?l
Figura 1.6: Andamento qualitativo delle curve di Stribeck in funzione della viscosità del
lubrificante ν, della velocità relativa v e del carico di pressione per unità di
lunghezza n
Dove con SP si è indicato un parametro di servizio uguale al prodotto della
viscosità (ν) per la velocità (v) diviso il carico di pressione per unità di lunghezza (n).
L’andamento del coefficiente di attrito riportato qualitativamente in figura 1.6 può
essere considerato come la somma di due contributi: µd coefficiente d’attrito legato
al contatto fra le asperità superficiali e µl per il contatto completamente lubrificato.
Ad alte velocità o alte viscosità il coefficiente di attrito aumenta all’aumentare della
velocità e della viscosità quindi quando si dimensiona un lubrificante è necessario
assicurare una certa viscosità che garantisca di rimanere nella regione di lubrificazione
idrodinamica alla velocità di regime ma tale da minimizzare la forza di attrito. Inoltre,
in generale, anche i componenti che lavorano a regimi di alte velocità di strisciamento
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attraversano fasi a lubrificazione limite e mista durante i transitori di accensione e
spegnimento e di conseguenza è necessario tenerne conto nella scelta del lubrificante e
di eventuali additivi. Quando la fase di lubrificazione limite diventa critica (es: basse
velocità a regime), la lubrificazione dipende quasi esclusivamente nella composizione
chimica del lubrificante mentre la viscosità perde di importanza. Risulta infatti che, per
bassissimi spessori dello strato di lubrificante (∼ 1nm), la capacità del lubrificante di
creare solidi legami con le superfici, quindi di avere un alta copertura delle superfici (fig.
1.7a), diventa di primaria importanza [13]. In questi casi si riesce ad evitare il contatto
diretto tra le asperità superficiali perchè le superfici sono interamente ricoperte da
un uniforme monostrato di lubrificante sul quale avviene lo scorrimento effettivo (fig.
1.7b).
(a) (b)
Figura 1.7: a) Legame tra un acido grasso e gli ossidi superficiali di un metallo, da [13]. b)
Spostamento del piano di scorrimento sul monostrato di lubrificante assorbito
da [13].
Il modello di attrito coulombiano non permette di descrivere alcuni comportamenti
tipici dei sistemi in presenza di attrito quali l’effetto Stribeck e lo spostamento senza
scorrimento che avviene in alcuni regimi di carico. Il fenomeno dello spostamento senza
scorrimento fu notato a meta degli anni 50 dello scorso secolo da P. Dahl durante alcuni
test sull’ attrito nei cuscinetti a sfere. Dahl notò che per piccole ampiezze del carico si
verificava un piccolo spostamento che ritornava a zero una volta che il carico veniva
tolto. Per descrivere questo problema nel 1968 Dahl formulò un modello di attrito
ispirato alle curve sforzo-deformazione della meccanica dei solidi [4]. Quando il carico
tangenziale aumenta la forza di attrito aumenta e le giunzioni superficiali presentano
delle deformazioni riscontrabili come uno spostamento tangenziale. Finchè il carico
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tangenziale rimane inferiore, in modulo, all’ attrito dinamico Fk il comportamento
delle giunzioni è di tipo elastico e lo spostamento tangenziale torna a zero quando il
carico è eliminato. Se invece il carico tangenziale supera in modulo il valore dell’attrito
dinamico saranno presenti delle deformazioni plastiche e di conseguenza lo spostamento
tangenziale non ritornerà al valore iniziale. La forza di attrito allora dipende dallo
spostamento e presenta dei cicli di isteresi 1.8. Il modello di Dahl assegna la forza di
attrito in funzione dello spostamento tramite la seguente equazione differenziale:
dF
dx
= σ
[
1− F
Fk
sgn(v)
]α
(1.7)
dove σ è il coefficiente di rigidezza e α è un parametro che definisce la pendenza
della curva forza-spostamento. Nella relazione 1.7 la forza di attrito F dipende solo
dalla posizione x. Per ottenere una relazione nel dominio del tempo basta notare che
dF
dt
=
dF
dx
dx
dt
e la 1.7 diventa:
dF
dt
= σ
[
1− F
Fk
sgn(v)
]α
v (1.8)
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Figura 1.8: Andamento della forza di attrito in funzione della posizione secondo il modello
di Dahl per un sistema con α = 1 e comportamento perfettamente elastico (a) e
per un sistema con α < 1 e comportamento elasto-plastico (b)
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1.2 Caratterizzazione della forza di attrito tra due
superfici
1.2.1 Forza di attrito statico
La forza di attrito statico Fs è la forza che agisce tra le superfici di contatto di due
corpi che hanno velocità relativa nulla. La direzione, il verso e l’intensità sono, in ogni
istante, tali da annullare la componente parallela alle superfici di accelerazione relativa
tra i due corpi. L’intensità è limitata tra 0 e il max(|Fs|) definito come:
max(|Fs|) = µs ·N (1.9)
dove con N si intende la forza perpendicolare alle due superfici e con µs si è indicato
il coefficiente di attrito statico:
µs = f(ta, t,materiali)
Dove con ta si è indicato il tempo di aderenza tra le due superfici.
1.2.2 Forza di attrito dinamico
La forza di attrito dinamico Fk è la forza che agisce tra le superfici di contatto di
due corpi che hanno velocità relativa non nulla. La direzione è quella della velocità
relativa e il verso è opposto. L’intensità è definita come segue:
|Fk| = µk ·N (1.10)
Dove µk è il coefficiente di attrito dinamico che è in generale funzione di molte
grandezze:
µk = f(vrel, t,materiali)
Capitolo 2
Il modello meccanico
In questo capitolo è illustrato il modello meccanico che sarà utilizzato nei seguenti
capitoli. Il modello è stato ispirato dallo studio del comportamento dinamico di quei
sistemi meccanici che hanno dei componenti liberi di strisciare con attrito su di una
superficie scabra (es: pale di turbine, spazzole tergicristallo, impianti frenanti, pistoni,
macchine utensili, ecc.).
Figura 2.1: Esempi di sistemi con componenti in strisciamento con attrito
Il modello meccanico di partenza è stato concepito come composto da una trave
flessibile le cui estremità sono una incernierata e collegata ad una molla torsionale
perfetta di costante elastica k0 e l’altra libera di strisciare con attrito su di una superficie
rigida, scabra e mobile come illustrato in figura 2.2a.
11
12
EJ, ????
????
k0
v(t)
L
?
(a)
m
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k0
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? d1
(b)
Figura 2.2: Modello meccanico con: a) trave elastica di lunghezza L e b) trave rigida di
lunghezza L con massa concentrata.
Questo modello è stato semplificato concentrando la massa in un unico punto e
considerando la trave rigida, come illustrato in figura 2.2b.
L’equazione di moto del modello rappresentato in figura 2.2b considerando solo le
piccole rotazioni, θ intorno alla cerniera elastica è:
Iz θ¨ + k0θ = FaL (2.1)
dove Iz = md12 è il momento di inerzia rispetto all’asse della cerniera, k0 è la
costante elastica della molla e L la lunghezza dell’ asta.
L’ equazione 2.1 è uguale all’ equazione di moto di un oscillatore semplice a contatto
con una superficie scabra come illustrato in figura 2.3.
k
m
????
v(t)
Figura 2.3: Modello meccanico con oscillatore semplice.
La legge che descrive la forza di attrito agente tra blocco e superficie è di tipo
coulombiano. Si è inoltre tenuto conto della dipendenza del coefficiente di attrito
dal tempo di aderenza ta quando la velocità di scorrimento è nulla. Si suppone
infatti che all’inizio di una fase di aderenza il coefficiente di attrito non possa assumere
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istantaneamente il suo valore massimo µs ma varii linearmente con il tempo di aderenza
dal valore iniziale µk come illustrato in figura 2.4 e cioè secondo la legge:
max|µ(ta)| =
µk +
µs − µk
ta1
ta se 0 ≤ ta ≤ ta1
µs se ta > ta1
(2.2)
Se si fa tendere a zero il tempo ta1 allora il modulo massimo del coefficiente di
attrito è:
max|µ(ta)| =
µk se ta = 0µs se ta > 0 (2.3)
ta
???
?s
?k
? ta1
Figura 2.4: Andamento del coefficiente di attrito in funzione del tempo di aderenza ta.
Capitolo 3
L’ oscillatore semplice a
contatto con una superficie
scabra fissa
In questo capitolo viene analizzata la risposta dinamica di un oscillatore semplice
con e senza smorzatore a contatto con una superficie scabra fissa. Dopo aver analiz-
zato i parametri che influenzano la storia di moto e dimostrato l’effetto dissipativo
dell’attrito vengono riportati i risultati ottenuti tramite simulazione numerica mediante
implementazione dei modelli in Matlab.
3.1 Il modello meccanico
Il sistema che si vuole analizzare è composto da un corpo rigido di massam collegato
ad una molla di costante elastica k e lunghezza di riposo pari a zero e libero di scorrere
con attrito su di un piano rigido, scabro ed orizzontale come illustrato in figura 3.1.
Per quanto riguarda l’attrito che si sviluppa sulla superficie scabra si assume
inizialmente valida una legge di tipo coulombiano, 1.5 e 1.6 e cioè del tipo:
Fa = µN (3.1)
con:
µ(x˙rel) =

µk
x˙rel
|x˙rel| se x˙rel 6= 0
∈ [−µs;µs] se x˙rel = 0
(3.2)
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Figura 3.1: Modello meccanico sistema 1-DOF.
Indicando con x0 e x˙0 la posizione e la velocità iniziale del corpo la legge oraria del
moto si trova risolvendo l’equazione differenziale:
mx¨(t) + kx(t) = Fa + C.I. =
x(0) = x0x˙(0) = x˙0 (3.3)
La cui soluzione è:
x(t) = (x0 − Fa
k
)cos(ωt) +
x˙0
ω
sin(ωt) +
Fa
k
(3.4)
dove con ω =
√
k
m
siè indicato la frequenza naturale del sistema massa-molla.
Se si suppone che la massa sia inizialmente in aderenza con la superficie equivale ad
assegnare le seguenti condizioni iniziali:
C.I. =
x(0) = x0x˙(0) = 0 (3.5)
In questo caso prima di risolvere l’eqazione differenziale generale 3.3 è necessario
valutare se le forze agenti sul blocco sono in grado di superare il valore massimo
dell’attrito statico max(Fs) = µsmg e cioè verificare che sia soddifatta la condizione:
mx¨(t) + kx(t) ≥ max(Fs) (3.6)
ed essendo nulla l’ accelerazione x¨(0) è facile intuire che la massa inizierà a strisciare
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Figura 3.2: Andamento del coefficiente di attrito in funzione della velocità di strisciamento
secondo la legge di attrito coulombiano.
solo se la forza di richiamo della molla è grande abbastanza da superare la forza di
attrito statico Fs e cioè:
|Fel(0)| ≥ Fs (3.7)
|kx(0)| ≥ Fs (3.8)
|x0| ≥ xs (3.9)
dove con xs si è indicato lo spostamento definito dal rapporto
Fs
k
=
µsmg
k
, dove
g è l’ accelerazione gravitazionale. Fisicamente lo spostamento statico può essere
interpretato come lo spostamento necessario affinchè la forza elastica abbia intensità
uguale alla forza di attrito statico.
Se la condizione 3.9 è soddisfatta la massa inizierà a strisciare secondo la legge di
moto descritta dalla 4.2 a partire dalle condizioni iniziali esprese dalla 3.5 e cioè:
x(t) = (x0 + xk)cos(ωt)− xk x˙ > 0 (x0 < −xs) (3.10a)
x(t) = (x0 − xk)cos(ωt) + xk x˙ < 0 (x0 > xs) (3.10b)
Dove con xk lo spostamento definito come il rapporto
Fk
k
=
µkmg
k
che fisicamente
rappresenta lo spostamento necessario affinchè la forza elastica eguagli la forza di
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attrito dinamico.
La direzione iniziale del moto e quindi il segno della velocità all’inizio della fase
di strisciamento saranno sempre opposti al segno dello spostamento iniziale. Questa
condizione è facilmente intuibile e può essere dimostrata imponendo uno spostamento
iniziale x0 > xs e andando a valutare il segno dell’accelerazione all’istante iniziale x¨(0)
che sarà condorde al segno della velocità. Derivando due volte rispetto al tempo le
3.10 otteniamo:
x¨(t) = −ω2(x0 + xk)cos(ωt) x˙ > 0 (x0 < −xs) (3.11a)
x¨(t) = −ω2(x0 − xk)cos(ωt) x˙ < 0 (x0 > xs) (3.11b)
che valutate all’istante t = 0 valgono:
x¨(0) = −ω2(x0 + xk) x˙ > 0 (x0 < −xs) (3.12a)
x¨(0) = −ω2(x0 − xk) x˙ < 0 (x0 > xs) (3.12b)
Quindi per rispettarei ripettivi domini di esistenza delle soluzioni deve risultare:
−ω2(x0 + xk) > 0 se x˙ > 0 (x0 < −xs) (3.13a)
−ω2(x0 − xk) < 0 se x˙ < 0 (x0 > xs) (3.13b)
e cioè
−(x0 + xk) > 0 se x˙ > 0 (x0 < −xs) (3.14a)
−(x0 − xk) < 0 se x˙ < 0 (x0 > xs) (3.14b)
E ricordando che si era ipotizzato un spostamento iniziale positivo x0 > xs la prima
non risulta mai soddisfatta. Se si ipotizza uno spostamento iniziale negativo x0 < −xs
otterremo il risultato opposto.
Per la simmetria del modello possiamo limitarci ai casi in cui x0 > xs ( 3.10b)
senza perdere di generalità. Questa soluzione è valida nell’intervallo di tempo t ∈ [0, piω ]
in cui è soddisfatta la condizione di velocità negativa necessaria affinchè la 3.10b abbia
validità. All’istante t = piω la posizione e la velocità del corpo valgono:
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x
(pi
ω
)
= −x0 + 2xk (3.15a)
x˙
(pi
ω
)
= 0 (3.15b)
A questo punto è necessario valutare se l’intensità della forza elastica al tempo
t = piω è ancora maggiore della forza di attrito statico per capire se la massa rimarrà in
aderenza con il piano o continuerà a strisciare:
|Fel(pi
ω
)| > Fk (3.16)
|kx(pi
ω
)| > µkmg (3.17)
|x(pi
ω
)| > xk (3.18)
Il fatto che nella 3.18 sia stato inserito il valore del coefficiente di attrito dinamico
è in accordo con il modello di attrito scelto in cui si considera che il coefficiente di
attrito statico non possa ritornare istantaneamente al suo valore massimo µs quando
si viene da una fase di scorrimento. La relazione 3.18 può essere soddisfatta solo per
valori negativi di x(piω ) poichè la soluzione positiva va in contrasto con la condizione
espressa dalla relazione 3.9. Risulta infatti che:
|x(pi
ω
)| > xk →
x0 < xk x(piω ) > 0x0 > 3xk x(piω ) < 0 (3.19)
ed essendo µk < µs e di conseguenza xk < xs per la maggior parte dei casi di
interesse pratico risulta che la prima relazione delle 3.19 non è valida.
A questo punto se la 3.18 è soddisfatta inizierà una nuova fase di scorrimento la
cui storia di moto è descritta dalla 3.10a nella variabile di tempo t1 = t− piω a partire
dalle condizioni iniziali descritte dalla relazione 3.15. La soluzione sarà:
x1 = (−x0 + 3xk)cos(ωt1)− xk (3.20a)
x˙1 = −(−x0 + 3xk)sin(ωt1) (3.20b)
Le soluzioni 3.20 sono valide nell’intervallo t ∈ [piω , 2piω ] quindi globalmente nell’in-
tervallo di tempo t ∈ [0, 2piω ] la posizione varia da x(0) = x0 a x( 2piω ) come indicato in
figura 3.3.
La variazione è la stessa per ogni periodo t ∈ [ 2Npiω , 2(N+1)piω ], con N = 0, 1, 2, 3, ...
e rappresenta la riduzione di ampiezza in periodo, rispetto all’ampiezza costante delle
oscillazioni libere, dovuta all’azione dissipativa della forza di attrito. Sapendo che
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Figura 3.3: Posizione del blocco agli istanti t = 0, pi
ω
, 2pi
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il moto terminerà quando |x(Kpiω )| < xk e scrivendo la relazione che lega il modulo
della posizione al numero di semi-periodi trascorsi possiamo a questo punto calcolare il
numero di semi-oscillazioni a partire dalle condizioni iniziali espresse dalla 3.5:
|x(Kpi
ω
)| = x0 − 2Kxk < xk (3.21)
K >
x0 − xk
2xk
(3.22)
K >
λ− η
2η
(3.23)
Dove con λ =
x0
xs
si è indicato il rapporto tra posizione iniziale e spostamento
statico e con η =
µk
µs
il rapporto tra il coefficiente di attrito dinamico e quello statico.
Quindi il numero delle semi-oscillazioni N sarà il più piccolo intero maggiore o uguale
a K. Mentre la durata dell’intera fase di strisciamento Tslip sarà:
Tslip = NT (3.24)
L’energia dissipata in ogni periodo, per esempio il primo, è [6]:
|Ediss| =
∣∣∣∣∣
∫ T
2
0
Fk[−(x0 − xk)ωsin(ωt)]dt
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ T
T
2
Fk[−(x0 + 3xk)ωsin(ωt)]dt
∣∣∣∣∣ = 4xkFk
(3.25)
Il valore è costante in ogni ciclo ed equivale al lavoro fatto dalla forza di attrito
dinamico Fk per uno spostamento 4xk. In figura 3.4 è illustrato un tipico esempio
dell’andamento della posizione in funzione del tempo. In figura è riportato l’angolo β
che risulta essere:
tan(β) =
4xk
T
(3.26)
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che rappresenta la variazione di posizione e quindi di ampiezza per ogni periodo
propio del sistema T =
2pi
ω
.
In figura 3.5 è riportato l’andamento della velocità in funzione del tempo. E’
importante notare il salto di accelerazione indicato in figura con δx¨ in corrispondenza
dei punti a velocità nulla dovuto alla discontinuità presente nel modello di attrito
coulombiano e cioè al passaggio istantaneo da una forza di attrito di valore F = Fk al
valore −Fk e viceversa.
In figura 3.6 è illustrato il diagramma delle fasi adimensionale dove la traiettoria
di ogni semi-periodo è rappresentata da un arco di circonferenza con centro in (µk, 0)
se la velocità è negativa (semipiano X ′ < 0) o con centro in (−µk; 0) se la velocità è
positiva (semipiano X ′ > 0). Infine in figura 3.7 è riportato l’andamento della forza di
attrito.
In definitiva considerando nell’insieme le relazioni 3.9, 3.23 e 3.25 risulta, naturalmen-
te, che il numero delle oscillazioni è direttamente proporzionale al rapporto λ, cioè
all’energia potenziale inizialmente immagazzinata e necessaria a superare la resitenza
dell’attrito statico, e inversamente proporzionale al rapporto η , cioè alla quantità di
energia dissipata dall’attrito dinamico.
I grafici riportati di seguito sono stati costruiti implementando in Matlab la soluzione
adimensionale del problema e utilizzando le variabili adimensionali:
τ = ωt (3.27a)
X(τ) =
x(τ)
xs
(3.27b)
η =
µk
µs
(3.27c)
La forza di attrito Fa in termini adimensionali diventa:
Fa = 1 se X
′(τ) = 0 (3.28)
Fa = η se X
′(τ) 6= 0 (3.29)
dove con l’ apice si è indicata l’operazione di differenziazione rispetto alla variabile
adimensionale τ . L’ equazione di equilibrio del sistema in forma adimensionale è:
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X ′′(τ) +X(τ) = 1 se X ′(τ) = 0 (3.30)
X ′′(τ) +X(τ) = ±η se X ′(τ) 6= 0 (3.31)
Risulta che l’ N-sima fase di strisciamento è descritta dalla relazione:
X(τn) = (−1)n((λ− (2n+ 1)η) cos(τn − npi) + η) (3.32)
dove n = 0, 1, 2, ..., N , con N calcolato nella 3.23, e τn rappresenta l’intervallo di
tempo τn = [npi, (n+ 1)pi]. I grafici sono relativi ad un sistema con η = 0.25 e λ = 3
0
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Figura 3.4: Posizione vs Tempo, tan(α) =
4xk
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rappresenta la variazione di posizione per
periodo T
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Figura 3.5: Velocità vs Tempo, δX ′′ rappresenta il salto di accelerazione adimensionale in
corrispondenza dei punti con velocità zero dovuto alla discontinuità presente
nel modello di attrito coulombiano
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X'Figura 3.6: Diagramma delle fasi adimensionale (X ′, X)
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Fa/FsFigura 3.7: Andamento della forza di attrito in funzione del tempo: il salto istantaneo
dal valore η al valore −η è dovuto alla discontinuità del modello di attrito
coulombiano e corrisponde in termini dimensionali ad un salto di 2Fk
3.2. IL MODELLO MECCANICO CON SMORZATORE 24
3.2 Il modello meccanico con smorzatore
Il sistema che si vuole analizzare in questo paragrafo è simile a quello analizzato
nel paragrafo precedente: un blocco rigido di massa m, collegato ad una molla di
costante elastica k e lunghezza di riposo pari a zero e ad uno smorzatore viscoso con
parametro di smorzamento c libero di scorrere con attrito su di un piano rigido, scabro
ed orizzontale come illustrato in figura 3.8.
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Figura 3.8: Modello meccanico 1-DOF con smorzatore
La legge oraria del moto si trova risolvendo l’equazione differenziale:
mx¨(t) + cx˙+ kx(t) = Fa + C.I. =
x(0) = x0x˙(0) = x˙0 (3.33)
Dove con Fa si è indicato la forza di attrito che, come nel precedente paragrafo,
è di tipo coulombiano ed è descritto dalle relazioni 3.1 e 3.2 e illustrato in figura 3.2.
Essendo c > 0 e limitandoci ai casi di maggiore interesse ingegneristico in cui 0 < γ < 1
[17], dove con γ =
c
2mω
si è indicato il coefficiente di smorzamento, allora l’omogenea
associata alla 3.33 ha due radici coniugate:
λ1,2 = −γω ± ωd
√
1− γ2 (3.34)
e la soluzione della 3.33 è:
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x(t) = e−γωt
{
(x0 − Fa
k
)cos(ωdt) +
[
x˙0
ωd
+
γ√
1− γ2 (x0 −
Fa
k
)
]
sin(ωdt)
}
+ ...
... +
Fa
k
(3.35)
dove con ωd = ω
√
1− γ2 si è indicata la frequenza naturale smorzata.
Come nel caso del precedente paragrafo se imponiamo che il blocco sia inizialmente
in aderenza, e cioè assegniamo le condizioni iniziali:
C.I. =
x0 = x0x˙0 = 0 (3.36)
avremo che il blocco inizierà a scorrere solo se la forza elastica è sufficientemente
grande da superare la forza di attrito statico che in termini di spostamento significa
|x0| > xs (3.37)
Allora la seguente fase di scorrimento sarà descritta dalla 3.35 calcolata a partire
dalle condizioni iniziali definite dalla 3.36 e cioè:
x(t) = e−γωt
[
(x0 − xk)cos(ωdt) + γ√
1− γ2 (x0 − xk)sin(ωdt)
]
+ xk (3.38)
se la posizione iniziale è maggiore di zero x0 > xs e il moto inizierà con velocità
negativa, e:
x(t) = e−γωt
[
(x0 + xk)cos(ωdt) +
γ√
1− γ2 (x0 − xk)sin(ωdt)
]
− xk (3.39)
se la posizione iniziale è minore di zero x0 < −xs e il moto inizierà con velocità
positiva. Ogni soluzione avrà validità finchè la velocità non torna a zero e cioè dopo
un intervallo di tempo Td =
pi
ωd
. Risulta infatti che le velocità associate alle relazioni
3.38 e 3.39 sono rispettivamente:
x˙(t) = −e−γωt
[
(x0 − xk) ωd
1− γ2
]
sin(ωdt) (3.40)
x˙(t) = −e−γωt
[
(x0 + xk)
ωd
1− γ2
]
sin(ωdt) (3.41)
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e quindi entrambe si annullano dopo un intervallo dopo un intervallo Td. Se
prendiamo in considerazione un x0 > 0 allora possiamo calcolare la posizione del blocco
all’istante in cui la velocità è nulla:
x(
pi
ωd
) = −e−
γpi√
1−γ2 (x0 − xk) + xk (3.42)
Come in precedenza il blocco continuerà a strisciare se la forza elastica è maggiore
della forza di attrito statico e cioè se la posizione è in modulo maggiore a xk
| − e−
γpi√
1−γ2 (x0 − xk) + xk| > xk (3.43)
che risolta in termini di spostamento iniziale x0 fornisce i valori di x0 affinchè il
blocco continui a strisciare. Le condizioni sono:
x0 < xk se x(
pi
ωd
) > 0 (3.44)
x0 > xsη
(
2 + e
−γpi√
1−γ2
)
se x(
pi
ωd
) < 0 (3.45)
Quindi, come nel caso senza smorzatore, il blocco può continuare a strisciare solo se
la posizione x( piωd ) < 0 perchè la condizione su x0 nel caso di x(
pi
ωd
) > 0 è in contrasto
con la 3.37. In questo caso non è possibile costruire una relazione che descriva a priori
il numero delle semioscillazioni che il blocco effettuerà prima di fermarsi.
Il problema adimensionale è stato implementato con Matlab utilizzando le variabili
adimensionali descritte nelle 3.27. L’ equaioni di equilibrio del sistema sono:
X ′′ + 2γX ′ +X = 1 se X ′(τ) = 0 (3.46)
X ′′ + 2γX ′ +X = ±η se X ′(τ) 6= 0 (3.47)
Risulta che l’ N-sima fase di strisciamento è descritta dalla relazione:
X(τn) = e
−γτn [X(τn−1)− η(−1)N ] [cos(√1− γ2 τn) + γ√
1− γ2 sin(
√
1− γ2 τn)
]
+ . . .
. . . + η(−1)N (3.48)
dove N è il numero di semi-oscillazioni che il blocco compie intorno all’origine,
n = 0, 1, 2, ..., N e τn rappresenta l’intervallo di tempo τn = [npi, (n + 1)pi]. I grafici
riportati nelle seguenti figure sono relativi ad un sistema con η = 0.25, λ = 3 e γ = 0.01
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ed illustrano l’andamento delllo spostamento (fig. 3.9), della velocità (fig. 3.10) e
della forza di attrito (fig. 3.11) in funzione del tempo. In figura 3.12 è rappresentato
il diagramma delle fasi adimensionale (X(τ), X ′(τ)), in figura 3.13 è rappresentato
l’andamento del rapporto tra il periodo proprio del sistema smorzato Td =
2pi
ωd
e quello
del sistema non smorzato T =
2pi
ω
e cioè
Td
T
=
ω
ωd
. Dalla figura risulta evidente
che il periodo della configurazione smorzata è tanto più grande del periodo della
configurazione non smorzata tanto più γ si avvicina all’unità. La differenza risulata
evidente nel grafico di figura 3.14 in cui sono rappresentati, nell’intervallo τ ∈ (0, 2pi),
l’andamento della velocità per la configurazione non smorzata e di quella smorzata con
un γ = 0.5
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Figura 3.9: Andamento dello spostamento adimensionale X(τ) in funzione del tempo
adimensionale τ , per un coefficiente di smorzamento γ = 0.01
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Figura 3.10: Andamento della velocità adimensionale X ′(τ) in funzione del tempo
adimensionale τ , per un coefficiente di smorzamento γ = 0.01
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Figura 3.11: Andamento della forza di attrito adimensionale
Fa
µsmg
in funzione del tempo
adimensionale τ per un coefficiente di smorzamento γ = 0.01
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Figura 3.12: Diagramma delle fasi (X(τ), X(τ)) per un coefficiene di smorzamento γ = 0.01
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Figura 3.13: Andamento del rapporto tra i periodi propri del sistema con e senza smorzatore
Td
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in funzione del coefficiente di smorzamento γ
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Figura 3.14: Differenza dei semi-periodi propri
δT
2
nel caso di un coefficiente di smorzamento
γ = 0.5. La curva blu è relativa alla configurazione non smorzata.
Capitolo 4
L’ oscillatore semplice a
contatto con una superficie
scabra in moto a velocità
costante
In questo capitolo viene analizzata la risposta dinamica di un oscillatore semplice
a contatto con una superficie scabra mobile a velocità costante. Il modello di attrito
utilizzato è quello di tipo coulombiano e la storia di moto si sviluppa con un’alternanza
di fasi di aderenza e scorrimento (in letteratura definito come moto di stick-slip).
Tutte le grandezze caratteristiche delle fasi di aderenza e scorrimento (ampiezza,
durata posizione e velocità assoluti del blocco) sono calcolate tramite semplici relazioni
analitiche che permettono a priori di sapere come si svilupperà il moto. Questo tipo di
moto è cartteristico dei quei sistemi in cui uno o più corpi hanno uno o più gradi di
libertà elastici. Infine sono riportati i risultati ottenuti tramite simulazione numerica
mediante implementazione del modello in Matlab.
4.1 Il modello meccanico
Il sistema che si vuole analizzare è composto da un corpo rigido di massam collegato
ad una molla di costante elastica k e lunghezza di riposo pari a zero e libero di scorrere
con attrito su di un piano rigido, scabro ed orizzontale che si muove a velocità costante
v come illustrato in figura 4.1.
In generale, indicando con x0 e x˙0 la posizione e la velocità iniziale del blocco la
storia del moto può essere calcolata risolvendo la seguente equazione differenziale:
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Figura 4.1: Modello meccanico sistema 1-DOF e superficie mobile a velocità costante v.
mx¨(t) + kx(t) = Fa + C.I. =
x(0) = x0x˙(0) = x˙0 (4.1)
La cui soluzione è:
x(t) = (x0 − Fa
k
)cos(ωt) +
x˙0
ω
sin(ωt) +
Fa
k
(4.2)
Se si supporre che il blocco sia inizialmente in aderenza con la superficie equivale
ad assegnare le seguenti condizioni iniziali:
C.I. =
x(0) = x0x˙(0) = v (4.3)
Infatti durante una generica fase di aderenza avremo che la massa e la superficie
mobile hanno la stessa legge oraria a meno di una costante e cioè il blocco si muove
con la legge oraria:
x(t) = vt+ x0 (4.4a)
x˙(t) = v (4.4b)
L’equazione di equiibrio della massa durante la generica fase di aderenza è:
mx¨+ kx = Fs (4.5)
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Che in termini di grandezze relative può essere riscritta come:
m(x¨rel + x¨b) + k(xrel + xb) = Fs (4.6)
Dove con x¨b e xb si sono indicate le grandezze relative al punto della superficie
mobile che all’istante t = 0 si trova nell’origine. Risulta quindi xb = vt ed essendo la
velocità della superficie mobile costante risulta x¨b = 0. Quindi la relazione 4.6 diventa:
mx¨rel + k(x0 + vt) = Fs (4.7)
Essendo per natura, l’attrito statico una forza che tende ad impedire il moto relativo
tra i corpi in contatto la legge oraria della massa rimarrà quella espressa dalle 4.4 finchè
l’accelerazione relativa è nulla e cioè finchè la forza elastica rimane in modulo minore
del valore massimo della forza di attrito statico: max(Fs) = µsgN e cioè finchè:
|kx(t)| ≤ max(Fs) (4.8)
|vt+ x0| ≤ xs (4.9)
L’equazione 4.9 valutata in t = 0 assegna i limiti massimi che la condizione iniziale
x0 può assumere:
|x0| < xs (4.10)
Senza perdere in generalità possiamo limitarci ai casi in cui v > 0. Risolvendo la
4.9 è possibile calcolare il tempo di inizio scorrimento in funzione della velocità del
piano e della posizione iniziale della massa:
ta0 =
xs − x0
v
(4.11)
E’ importante sottolineare che ta0 è la durata della prima fase di aderenza e dipende
dalla condizione iniziale x0; le successive fasi di aderenza hanno una durata costante,
diversa da ta0, che non dipende da x0.
Sostituendo la 4.11 nella relazione 4.9 possiamo calcolare la posizione della massa
all’istante in cui inizia la fase di scorrimento:
xa = x0 + vta = xs (4.12)
Quindi la posizione assoluta in cui inizia la fase di scorrimento è indipendente dalla
velocità del piano v e dalla posizione iniziale x0 assunta dalla massa.
La successiva fase di scorrimento può essere calcolata risolvendo la 4.1 che riscritta
utilizzando la legge di attrito dinamico di tipo coulombiano è:
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mx¨+ kx = −Fk x˙ > v (x˙rel > 0) (4.13)
mx¨+ kx = Fk x˙ < v (x˙rel < 0) (4.14)
Quindi se si assume una v > 0 la storia di moto della fase di strisciamento successiva
ad una fase di aderenza può essere calcolata risolvendo l’equazione 4.14 nella variabile
t1 = t− ta a partire dalle seguenti condizioni iniziali:
x1(0) = xa = xs (4.15a)
x˙1(v) = v (4.15b)
La soluzione è:
x1(t1) = xs(1− η)cos(ωt1) + v
ω
sin(ωt1) + xk (4.16a)
x˙1(t1) = −ωxs(1− η)sin(ωt1) + vcos(ωt1) (4.16b)
Come nel precedente capitolo, a causa della discontinuità nella legge di attrito
coulombiano, le soluzioni relative ad una fase di strisciamento sono valide finchè la
velocità relativa non torna a zero. Le equazioni 4.16 possono essere riscritte in termini
adimensionali introducendo le variabili: τ = ωt1, X(τ) =
x(τ)
xs
e η =
xk
xs
.
X(τ) = (1− η)cos(τ) + 1
M
sin(τ) + η (4.17a)
X ′(τ) = −(1− η)sin(τ) + 1
M
cos(τ) (4.17b)
A partire dalle condizioni iniziali:
C.I. =
X(0) = 1X ′(0) = 1M (4.18)
Dove M = ωxsv e l’apice indica l’operazione di differenziazione rispetto alla variabile
adimensionale τ .
Le 4.17 saranno valide finchè la velocità della massa non eguaglia nuovamente la
velocità del tappeto (x˙rel = 0). Indicando con τs l’istante in cui X ′(τs) = 1M la 4.17b
diventa:
− (1− η)sin(τs) + 1
M
cos(τs) =
1
M
(4.19)
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che è una equazione non lineare in τs. Isolando il termine in cui compare il cos(τ)
otteniamo:
M(1− η)sin(τs) + 1 = cos(τ) (4.20)
che elevando al quadrato entrambi i membri diventa:
M2(1− η)2sin2(τs) + 2M(1− η)sin(τ) + 1 = cos2(τ) (4.21)
e utilizzando la relazione trigonometrica cos2(τ) = 1− sin2(τ) possiamo scrivere:
sin(τ)
{[
M2(1− η)2 + 1] sin(τ) + 2M(1− η)} = 0 (4.22)
le cui soluzioni sono:
τs1 = arcsin
[
2M(η − 1)
1 +M2(1− η)2
]
(4.23)
τs2 = kpi (4.24)
con k = 1, 2, 3, . . . Le due soluzioni sono illusrtrate in figura 4.3, il valore da
prendere in considerazione quindi è τs = τs1 perchè è la prima soluzione che soddisfa
la relazione 4.19
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Figura 4.2: Determinazione grafica del periodo di scorrimento τs
A questo punto si aprono due possibili scenari: se la forza della molla è minore
della forza di attrito statico la massa torna ad aderire nuovamente con la superficie
dando così origine ad un moto alternato di fasi di aderenza e scorrimento denominato
stick − slip; se al contrario la forza elastica è maggiore della forza di attrito statico
la massa continuerà a strisciare con una velocità relativa di segno opposto a quella
della fase di strisciamento appena terminata e cioè con una velocità assoluta x˙ > v a
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cui viene dato il nome di moto con inversione di velocità relativa [7], [18]. Scrivendo
l’equazione di equilibrio in condizioni di aderenza all’istante τ = τs risulta:
|X(τs)| < xa(τs)
xs
stick-slip (4.25a)
|X(τs)| ≥ xa(τs)
xs
inversione di velocità (4.25b)
Dove con xa(τs) =
max(Fa(τs))
k si è indicato lo spostamento equivalente al massimo
della forza di attrito all’istante τ = τs che generalmente risulta diverso dal massimo
della forza di attrito statico max(Fs) = µsN anche se la velocità relativa risulta nulla
[14, 16]. Se si suppone che all’istante τ = τs la forza di attrito sia uguale alla forza di
attrito dinamico Fk, allora la condizione 4.25b diventa:
|X(τs)| ≥ xk
xs
→ |X(τs)| ≥ η (4.26)
Se la precedente relazione è soddisfatta allora per descrivere l’evoluzione del moto
della massa sarà necessario risolvere l’equazione 4.13 nella variabile t2 = t− tst − ta a
partire dalle condizioni iniziali x2(0) = x1(tst) e x˙2(0) = v.
Nel caso di moto di stick−slip la quantità τs indica la durata della fase di scorrimento e
il suo andamento,calcolato numericamente, in funzione delle variabili M e η è illustrato
in figura 4.3
E’ facile notare che se si considerano grandi valori di M →∞, corrispondenti ad
esempio a bassi valori della velocità v → 0, la relazione 4.23 ci dice che:
lim
M→+∞
τs(M) = 1 (4.27)
La posizione della massa all’istante τs può essere calcolata analizzando la circonfe-
renza che descrive la traiettoria, durante la fase di scorrimento, nelle spazio delle fasi
(fig. 4.4). Elevando al quadrato e sommando membro a membro le 4.17 si ottiene:
(X(τ)− η)2 +X ′2(τ) = (1− η)2 + 1
M2
(4.28)
Che valutata in τs e ricordando che X ′(τs) = X ′(0) = 1M diventa:
(Xs − η)2 + 1
M2
= (1− η)2 + 1
M2
(4.29)
(Xs − η)2 = (1− η)2 (4.30)
Le cui soluzioni sono:
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Figura 4.3: Andamento del tempo di scorrimento τs in funzione delle variabili M e η
Xs = 1 (4.31)
Xs = −1 + 2η (4.32)
La prima non è valida in quanto in contrasto con la 4.25a ed esprime la posizione
all’inizio della fase di scorrimento. La seconda invece ci dice che la posizione al termine
della fase di scorrimento è costante e coincide con la soluzione del problema in cui la
superficie è ferma.
Analizzando la 4.32 è possibile calcolare i valori di η per cui Xs < 0:
Xs < 0 → −1 + 2η < 0 → η < 1
2
(4.33)
Risulta quindi che il fenomeno di inversione della velocità si verifica per valori
negativi di Xs. Infatti sostituendo la 4.32 nella 4.25b otteniamo:
| − 1 + 2η| < η →
η > 1 se Xs > 0η < 13 se Xs < 0 (4.34)
ed essendo η < 1 per la maggior parte dei casi di comune interresse la 4.34 insieme
alla 4.33 confermano che il fenomeno di inversione di velocità si verifica a spostamenti
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Figura 4.4: Traiettoria della fase di scorrimento nello spazio delle fasi X(τ), X ′(τ) per
η = 0.25 (curva rossa) e η = 0.75 (curva blu)
assoluti negativi.
A questo punto possiamo calcolare la durata della successiva fase di aderenza τa
imponendo la condizione 4.9 a partire da un X0 = Xs:
|Xs + τa
M
| = 1 (4.35)
| − 1 + 2η + τa
M
| = 1 (4.36)
τa = 2M(1− η) (4.37)
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Figura 4.5: Andamento del periodo di aderenza τa in funzione del parametro M per diversi
valori di η
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In pratica il tempo di aderenza risulta linearmente dipendente al parametro M ed
infatti per grandi valori di M e cioè per basse velocità della superficie il limite della
precedente relazione è:
lim
M→+∞
τa(M) = +∞ (4.38)
e cioè se la superficie è ferma la massa rimarrà attaccata per un tempo illimitato
come illustrato nella figura 4.5 che rappresenta l’andamento del periodo di aderenza τa
in funzione del parametro M per diversi valori di η.
A questo punto possiamo calcolare la durata totale del moto di stick-slip τss
sommando i contributi τa e τs:
τss = τa + τs (4.39)
La figura 4.6 mostra l’andamento dei periodi caratteristici τa, τs e τss in funzione
di M per un valore di η = 0.5. Per bassi valori di M , (v →∞), il periodo della fase di
strisciamento è dominante mentre per alti valori di M , (v → 0), risulta maggiore il
periodo di aderenza.
Figura 4.6: andamento dei periodi caratteristici τa, τs e τss in funzione di M per un valore
di η = 0.5
In figura 4.7 è illustrato l’ andamento del periodo totale di stick-slip τss in funzione
dei parametri M ed η.
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Figura 4.7: Andamento del periodo di stick-slip τss in funzione delle variabili M e η
Nelle seguenti pagine sono riportati i grafici dei diagrammi di fase in funzione dei
parametri M e η (figure 4.8 e 4.9). Le figure dalla 4.10 e 4.13 illustrano rispettivamente
l’andamento dello spostamento X(τ), della velocità X ′(τ), del rapporto della forza di
attrito Fa(τ) con la forza di attrito statico Fs = µsmg e lo spazio delle fasi adimensionale
(X(τ), X ′(τ)) di un sistema con inversione di velocità (a) e di uno senza (b).
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Figura 4.8: Diagramma delle fasi (X,X ′) al variare di η e M
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Figura 4.9: Diagramma delle fasi (X,X ′) al variare di η e M
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(a) (b)
Figura 4.10: Andamento della posizione adimensionale X in funzione del tempo adimen-
sionale τ per un sistema con inversione di velocità relativa (a) e senza
(b)
(a) (b)
Figura 4.11: Andamento della velocità adimensionale X ′ in funzione del tempo adimen-
sionale τ per un sistema con inversione di velocità relativa (a) e senza
(b)
(a) (b)
Figura 4.12: Andamento del rapporto tra la forza di attrito Fa e la forza di attrito statico
Fs in funzione del tempo adimensionale τ per un sistema con inversione di
velocità relativa (a) e senza (b)
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(a) (b)
Figura 4.13: Spazio delle fasi adimensionali (X(τ), X ′(τ)) per un sistema con inversione di
velocità relativa (a) e senza (b)
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4.2 Condizione di moto stazionario
Per completezza va detto che esiste un’ulteriore condizione di moto stazionario
in cui il blocco si trova in equilibrio nella posizione X = η e alla velocità X ′ = 0
e cioè con velocità relativa di strisciamento X ′rel =
1
M
. Tuttavia questa soluzione
non è accettabile a partire dalle condizioni iniziali prese in esame. Imponendo un
spostamento X = η la 4.17a diventa:
(1− η)cos(τ) + 1
M
sin(τ) = 0 (4.40)
La 4.40 corrisponde ad una condizione di accelerazione nulla; ciò significa che la
velocità si trova in condizione di massino o minimo che è sempre diverso da zero
per le condizioni iniziali considerate in precedenza. Questa considerazione risulta
chiara dai diagrammi di traiettoria nello spazio delle fasi (figura: 4.4): affinchè la si
verifichi il moto stazionario la traietoria deve passare per il punto (η, 0) ma questo
risulta impossibile essendo tutte le traiettorie circonferenze con centro propio in (η, 0).
Tuttavia una situazione di questo tipo è possibile se si assegnano delle condizioni
iniziali: X(0) = η e X ′(0) = 0
Capitolo 5
Oscillatore semplice a contatto
con una superficie scabra
ocillante
In questo capitolo è analizzata la risposta dinamica di un oscillatore semplice a
contatto con una superficie scabra mobile con legge oraria armonica. Nella prima parte
vengono analizzate le fasi di aderenza e di strisciamento, tra blocco e superficie, in
funzione dei principali variabili di progetto e delle condizioni iniziali in cui si trova
il blocco. Quindi vengono trattati i cicli limite del sistema e in particolare quello
di puro strisciamento. Nell’ ultima parte sono riportati i risultati ottenuti mediante
simulazione numerica del modello implementato in Matlab.
5.1 Il problema dinamico
Il sistema che si vuole analizzare in questo capitolo, rappresentato in figura 5.1, è
costituito da un blocco rigido di massa m collegato ad una molla di costante elasica k
e lunghezza di riposo nulla e a contatto con una superficie orizzontale indeformabile e
scabra che si muove con legge oraria armonica.
La legge di moto della superficie mobile è:
xb(t) = A sin(ωbt) (5.1)
dove A e ωb sono l’ampiezza e la pulsazione che caretterizzano il moto della superficie
mobile, la cui velocità massima vale U0 = Aωb. L’attrito tra il blocco e la superficie
mobile è di tipo coulombiano ed è descritto dalle 5.2 e rappresentato in figura 5.2.
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Figura 5.1: Modello meccanico superficie mobile con legge oraria periodica
Fa =

+Fk se x˙rel < 0
[−Fs, Fs] se x˙rel = 0
−Fk se x˙rel > 0
(5.2)
Il blocco nel suo moto attraverserà, di regola, una successione di fasi di aderenza
e di scorrimento rispetto alla superficie mobile. Nel seguito verranno analizzate in
dettaglio queste fasi. Indicando con Fa la generica forza di attrito, statico o dinamico,
l’equazione di equilibrio del blocco sarà:
mx¨(t) = −kx(t) + Fa (5.3)
C.I. =
x(0) = x0x˙(0) = x˙0 (5.4)
5.2 Fase di aderenza
Fare l’ipotesi che il blocco sia in aderenza con la superficie mobile equivale a dire che
i due corpi si muovono con la stessa legge oraria a meno di una costante C che indica
la posizione relativa tra il blocco e il punto della superficie che si trovava nell’origine
all’istante iniziale t = 0. Facendo riferimento alle grandezze illustrate in figura 5.3
e, assumendo che la generica fase di aderenza inizi al tempo t = t0, l’equazione che
descrive la legge oraria del blocco è:
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Figura 5.2: Rappresentazione della legge di attrito coulombiano.
x(t) = x¯(t+ t0) + C = A sin(ωb(t+ t0)) + x0 −A sinωbt0, (5.5a)
x˙(t) = ˙¯x(t) = A cos(ωb(t+ t0)) (5.5b)
dove con x0 si è indicata la posizione assoluta del blocco all’istante t = t0. Possiamo
a questo punto riscrivere l’equazione (5.3) di equilibrio della massa nella direzione x
come segue:
−mAωb2 sin(ωb(t+ t0)) = −k [A sin(ωb(t+ t0)) + C] + Fs
mA(ω2 − ω2b ) sin(ωb(t+ t0)) +mω2C = Fs (5.6)
La forza di attrito statico varia come indicato nel paragrafo 1.2.1 quindi l’equazione
5.6 risulta valida finchè il termine a sinistra dell’uguale rimane inferiore, in modulo, al
valore massimo dell’attrito statico espresso dalla formula 1.9 e cioè finchè:
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xrel(t) = x0 - Asin(?bt0) = C =  cost.
Figura 5.3: Definizione dello spostamento della massa alla generica fase di aderenza
∣∣mA(ω2 − ω2b ) sin(ωb(t+ t0)) +mω2C∣∣ ≤ max(Fs)
∣∣mA(ω2 − ω2b ) sin(ωb(t+ t0)) +mω2C∣∣ ≤ µsmg (5.7)
Indicando con xs = Fs/k lo spostamento tale che la molla eserciti una forza di
intensità pari alla forza di attrito statico, l’equazione 5.7 può essere riscritta in termini
adimensionali dividendo tutti i termini per xsω2 ottenendo così:
∣∣α(1− Ω2) sin(ωb(t+ t0)) + λ∣∣ ≤ 1 (5.8)
Dove con Ω = ωb/ω si è indicato il rapporto delle frequenze, con α = A/xs e con
λ = C/xs.
Il termine a sinistra dell’uguale nell’equazione 5.8 può essere maggiorato come
segue:
|α(1− Ω2) sin(ωb(t+ t0)) + λ| ≤ |α(1− Ω2) + λ| = |α||(1− Ω2)|+ |λ| (5.9)
A questo punto sostituendo l’ultima delle 5.9 nell’equazione 5.8 possiamo ottenere
una relazione che fornisca la condizione sufficiente affinchè il moto del blocco rimanga
solidale alla superficie:
|α| ≤ 1− |λ||(1− Ω2)| (5.10)
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La 5.10 esplicitando il modulo di α come segue:
α ≤ 1− |λ||(1− Ω2)| per α > 0 (5.11)
α ≥ − 1− |λ||(1− Ω2)| per α < 0 (5.12)
(5.13)
che definisce una superficie nello spazio (Ω, λ, α) come illustrato in figura 5.4 tale
che se le terne di valori α,Ω, λ individuano un punto all’interno della superficie allora
la massa rimarrà solidale alla superficie per un tempo indeterminato.
Figura 5.4: [Superficie di separazione domini di aderenza e scorrimento nello spazio:
(Ω, λ, α).
Senza perdere in generalità possiamo limitarci ai casi in cui α > 0 ed ottenere dalla
(5.10) una relazione che esprime il valore del rapporto delle ampiezze α in funzione
del rapporto delle frequenze Ω al di sotto del quale il blocco rimane permanentemente
solidale alla superficie mobile.
αcr =
1− |λ|
|1− Ω2| con |λ| < 1 (5.14)
Dove la condizione |λ| < 1 è necessaria affinchè sia soddisfatta l’ipotesi sul segno
di α. Come era da attendersi i valori limite di α decrescono all’aumentare di λ e si
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annullano per λ = 1. Quindi fissato un valore di λ il piano Ω, α è suddiviso in due
regioni come illustrato in figura 5.5 per λ = 0 tali che è possibile capire a priori se il
moto della massa sarà solidale al piano.
Figura 5.5: Regioni di aderenza e di scorrimento nel piano (α,Ω) per λ = 0 [1].
Fissato λ la 5.14 può essere risolta in termini di Ω al fine di trovare i valori che
soddisfano la condizione di non scorrimento:
Ωcr1 =

√
1− 1− |λ|
α
(α > 1− |λ|)
0 (α ≤ 1− |λ|)
(5.15a)
Ωcr2 =
√
1− 1− |λ|
α
(5.15b)
tali che se Ωcr1 ≤ Ω ≤ Ωcr2 il blocco rimarrà permanentemente in aderenza con
la superficie mobile. In caso contrario si avrà necesariamente una fase di scorrimento.
Per λ > 0 al crescere di λ tali valori si avvicinano all’unità rispettivamente da sinistra
e da destra (figura: 5.6)
L’equazione 5.8 può anche essere risolta per calcolare il tempo tsl di transizione
dalla fase di aderenza a quella di scorrimento relativo tra blocco e superficie mobile.
Le soluzioni valide qualsiasi sia il tempo iniziale t0 che compare nella 5.8 sono:
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Figura 5.6: regioni di aderenza e di scorrimento nel piano (α,Ω) al variare di λ.
sin(ωbtsl) =

1− λ
α(1− Ω2)
− 1 + λ
α(1− Ω2)
(5.16)
La validità di una o dell’altra invece dipende dal valore del termine α|1− Ω2| e dal
segno del cos(ωbt0). Considerando per esempio il caso con λ > 0 se α|1− Ω2| < λ+ 1
la soluzione sarà sempre la prima delle 5.16, come illustrato in figura 5.7a; mentre, se
α|1 − Ω2| > λ + 1 la soluzione valida sarà la prima delle 5.16 se cos(ωbt0) > 0 o la
seconda se cos(ωbt0) < 0 come illustrato in figura 5.7b.
5.3 Fase di scorrimento
Durante la generica fase di scorrimento l’equazione di equilibrio 5.3 diventa:
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Figura 5.7: Determinazione del tempo di inizio scorrimento tsl per (a): un sistema con
α|Ω2| < λ+ 1, (b) un sistema con α|Ω2| > λ+ 1
mx¨ = −kx+ Fk se x˙rel < 0 (5.17a)
mx¨ = −kx− Fk se x˙rel > 0 (5.17b)
dove x˙rel = x˙− ˙¯x è la velocità relativa tra il blocco e la superficie e Fk = µkmg è
la forza di attrito dinamico come descritto nel paragrafo 1.2.2.
E’ evidente che per proseguire la descrizione del moto del blocco è necessario determinare
il segno della velocità relativa per determinare quale delle 5.17 deve essere utilizzata.
Se ipotiziamo che sia x˙rel < 0 e assumiamo di traslare l’origine dei tempi in modo da
farla coincidere con l’inizio della fase di scorrimento allora la soluzione della 5.17a è:
x(t) = (x0 − xk) cos(ωt) + x˙0
ω
sin(ωt) + xk (5.18)
in cui xk = Fk/k = µkmg/k mentre x0 e x˙0 sono la posizione e la velocità del
blocco all’istante t = 0. E’ importante notare che se la fase precedente a quella in
esame è una fase di aderenza le grandezze x0 e x˙0 coincidono con le grandezze:
x0 = xsl = Asin(ωbtsl) + C (5.19)
x˙0 = x˙sl = Aωbcos(ωbtsl) (5.20)
e quindi la 5.18 diventa:
x(t) = (xsl − xk) cos(ωt) + x˙sl
ω
sin(ωt) + xk (5.21)
Note le condizioni iniziali la velocità relativa del blocco rispetto alla superficie
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mobile può scriversi come:
x˙rel(t) = x˙(t)− x˙b(t+ tsl) = x˙(t)−Aωb cos(ωb(t+ tsl)) (5.22)
Derivando la 5.22 possiamo scrivere l’ accelerazione relativa come:
x¨rel(t) = −ω2(xsl − xk)cos(ωt)− ωx˙slsin(ωt)−Aω2bsin(ωb(t+ tsl)) (5.23)
A questo punto andando a valutare il segno dell’accelerazione relativa in t = 0
possiamo verificare se l’ipotesi iniziale di velocità relativa negativa x˙rel(0) < 0 è
soddisfatta:
x¨rel(0) = −ω2A(1− Ω2)sin(ωbtsl) + ω2(xk + C) (5.24)
E sostituendo nella 5.24 i valori del sin(ωbtsl) espressi dalle 5.16 otteniamo:
x¨rel =

−ω2xs(1 + η)
ω2xs(1 + η)
(5.25)
Quindi se si considerano valori di η < 1, come nella maggior parte dei casi di
interesse pratico, la condizione risulta negativa solo la prima delle 5.25. Se si ripete
la procedura ipotizzando una velocità relativa iniziale maggiore di zero si ottiene il
risultato opposto e cioè che solo la seconda delle 5.25 risulta positiva. Quindi in
definitiva sapendo quale delle 5.16 è valida è possibile sapere quale sarà il segno della
velocità relativa nella fase di scorrimento successiva ad una fase di aderenza: se è valida
la prima delle 5.16 la velocità relativa sarà negativa mentre se è valida la seconda delle
5.16 la velocità relativa sarà positiva.
Una generica fase di scorrimento terminerà quando verrà raggiunta la condizione di
velocità relativa nulla. A questo punto scrivendo le equazioni relative alla fase di
aderenza si dovrà valutare se il moto continuerà con una fase di aderenza o con un’altra
fase di scorrimento a velocità relativa di segno opposto a quello della fase precedente.
Indicando con tst l’istante in cui la velocità relativa torna ad essere nulla questo risulta
essere la prima radice dell’equazione:
x˙rel(tst) = 0 (5.26)
e la condizione di riaderenza è:
|mx¨(tst) + kx(tst)| < Fk (5.27)
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dove x(tst) è calcolato considerando il blocco in aderenza con la superficie e cioè
utilizzando la prima delle 5.5 valutata per t0 = tsl e t = tst e cioè:
x(tst) = Asin(ωb(tsl + tst)) + C(tst) (5.28)
dove con C(tst) si è indicata la posizione relativa tra massa e superficie mobile
all’istante t = tst.
A questo punto sostituendo la 5.28 nella 5.27 otteniamo una relazione simile alla
5.10 che fornisce i valori di α > 0 per i quali il corpo, che inizialmente sta strisciando
sulla superficie, torna in aderenza con la superficie e vi permane:
α ≤ η − |λst||1− Ω2| (5.29)
E’ importante sottolineare che nella 5.27 non compare l’attrito dinamico ma una
quota ridotta dell’attrito statico come descritto nel modello di attrito utilizzato. Se la
relazione 5.29 non è soddisfatta allora il blocco continuerà a strisciare con una velocità
relativa di segno opposto a quella della fase di strisciamento appena conclusa.
5.4 Condizioni generali di moto solidale tra massa e
superficie mobile
In relazione a quanto detto nei precedenti paragrafi possiamo indicare la generica
fase di aderenza come illustrato in figura 5.3 e riscrivere l’equazione di moto della
massa in modo da ottenere delle relazioni che esprimono quali sono i vincoli che le
condizioni iniziali xo e x˙0 devono rispettare al fine di avere un moto solidale tra massa
e superficie mobile.
La legge oraria della massa durante la generica fase di aderenza sarà:
x(t) = Asin(ωb(t+ t0)) + x0 −A sin(ωbt0) (5.30)
e di conseguenza l’equazione di equilibrio è:
−mAωb2sin(ωb(t+ t0)) + k [Asin(ωb(t+ t0)) + x0 −A sin(ωbt0)] = Fa (5.31)
La condizione affinchè la massa rimanga solidale alla superficie mobile è che il modulo
del termine a sinistra dell’uguale sia sempre inferiore a quello a destra dell’uguale
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∣∣−mAωb2sin(ωb(t+ t0)) + k [Asin(ωb(t+ t0)) + x0 −A sin(ωbt0)]∣∣ ≤ Fa (5.32)
∣∣A(1− Ω2)sin(ωb(t+ t0)) + x0 −A sin(ωbt0)∣∣ ≤
xsxk (5.33)
Dove il termine a destra dell’uguale vale xs se il blocco è già in aderenza (x˙rel(0) = 0)
e xk se il blocco proviene da una fase di scorrimento (x˙rel(0) 6= 0). Il termine a sinistra
dell’uguale nell’equazione 5.33 può essere maggiorato per ottenere una relazione che
descriva i valori limiti delle condizioni iniziali tali che la 5.33 risulti sempre soddisfatta.
Ponendo C = x0 −A sin(ωbt0) valgono le seguenti relazioni:
∣∣A(1− Ω2)sin(ωb(t+ t0)) + C∣∣ ≤ ∣∣A(1− Ω2)sin(ωb(t+ t0))∣∣+ |C| . . . (5.34)
. . . ≤ ∣∣A(1− Ω2)∣∣+ |C| (5.35)
A questo punto sostituendo la 5.35 nell’equazione 5.33 otteniamo le seguenti relazioni
che vincolano il valore del paramentro C:
|C| ≤ xs −A
∣∣1− Ω2∣∣ x˙rel(0) = 0 (5.36)
|C| ≤ xk −A
∣∣1− Ω2∣∣ x˙rel(0) 6= 0 (5.37)
Le precedenti disugualianze possono essere utilizzate insieme alle relazioni dello
spostamento (equazione 5.30) e della velocità (durante la generica fase di aderenza
la velocità della massa è uguale a quella della superficie mobile), entrambe valutate
all’istante t = 0, al fine di individuare la regione nello spazio delle fasi all’interno della
quale devono ricadere le condizioni iniziali (x0, x˙0) per avere moto solidale tra massa e
superficie mobile.
x(t = 0) = A sin(ωbt0) + C = x0 ⇒ x0 − C = A sinωbt0 (5.38)
x˙(t = 0) = A cosωbt0 = x˙0 ⇒ x˙0
ωb
= A cosωbt0 (5.39)
Elevando al quadrato e sommando membro a membro le precedenti relazioni
otteniamo l’equazione della regione dello spazio delle fasi cercata:
(x0 − C)2 + x˙
2
0
ω2b
= A2 (5.40)
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Indicando con C¯ il valore di C che corrisponde all’ugualianza nell’equazione 5.36 la
regione descritta dall’equazione 5.40 è illustrata in figura 5.8
Figura 5.8: Regione dello spazio delle fasi vincolante per il moto solidale tra massa e
superficie mobile
Ragionando in termini di grandezze relative e ricordando che durante la generica
fase di aderenza si ha:
xrel(t) = x(t)− xb(t) (5.41)
x˙rel(t) = 0 (5.42)
la regione dello spazio delle fasi si trasforma in un segmento nel piano (xrel; x˙rel)
come illustrato in figura: 5.9 in cui si è indicato con C¯k il valore di C che corrisponde
all’ugualianza nell’equazione 5.37.
Figura 5.9: Segmento dedel piano (xrel; x˙rel) vincolante per il moto solidale tra massa e
superficie mobile
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Va sottolineato che se il moto del sistema inizia da un punto esterno al segmento
[−C¯, C¯] ma interseca ad un certo istante il segmento [−C¯k, C¯k] la massa rimarrà solidale
alla superficie mobile da quell’istante in poi.
5.5 Cicli limite
Si dice soluzione periodica di un sistema differenziale, una soluzione x(t) tale che è
possibile trovare un intervallo di tempo τ dopo il quale la soluzione si ripete in ogni
istante, cioè:
x(t+ τ) = x(t) t > 0 (5.43)
Il sistema descritto in questo capitolo presenta vari tipi di ciclo limite come dimo-
strato dalle simulazioni numeriche effettuate implementando il modello in Matlab. I
cicli limiti osservati sono quelli di puro strisciamento , di pura aderenza e di stick-slip
( composti dal’alternanza di una o più fasi di aderenza e strisciamento). Nei successivi
paragrafi vengono analizzati in dettaglio i cicli di puro strisciamento e di pura aderenza.
5.5.1 Ciclo di puro strisciamento
Ipotiziamo che, dopo un certo periodo di transizione, il moto del blocco si stabilizzi
lungo una traiettoria di puro strisciamento periodica in termini di spostamento assoluto,
ovvero che il blocco oscilli attorno all’origine,(x0 = 0), come illustrato in figura 5.10 con
periodo T ∗. Quindi se, per semplicità, poniamo t0 = 0 durante l’intervallo t ∈ (0, T ∗)
avremo che:
x(T ∗/2 ≤ t ≤ T ∗) = −x(0 ≤ t ≤ T ∗/2) (5.44)
Se la 5.44 è soddisfatta allora avremo che la velocità relativa è uguale se calcolata
ad intervalli di T ∗/2. Sotto queste ipotesi le soluzioni delle 5.17 sono uguali ma di
segno opposto. Ad esempio la soluzione della 5.17a sarà:
x(t) = −xk cos(ωt) + c1 sin(ωt) + xk, (5.45)
A questo punto osservando la figura 5.11 e con semplici considerazioni è possibile
dimostrare che il periodo del ciclo limite T ∗ è uguale al periodo di oscillazione della
superficie mobile Tb. Innanzi tutto essendo il ciclo limite periodico deve risultare:
x˙(
T ∗
2
) = −x˙(0) (5.46)
inoltre la velocità relativa dovrà essere nulla allo stesso istante :
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Figura 5.10: Andamento qualitativo delle posizioni assoluta e relativa durante il ciclo limite
x˙rel(
T ∗
2
) = 0→ x˙b(T
∗
2
) = x˙(
T ∗
2
)→ x˙b(T
∗
2
) = −x˙b(0) (5.47)
e cioè che T ∗ deve essere un multiplo dispari di Tb. Osservando la figura 5.11 se
però T ∗ è un multiplo dispari maggiore di 1 allora avremo un punto a velocità relativa
uguale a zero ad un tempo T ∗∗ la cui velocità assoluta risulta:
x˙(T ∗∗) 6= −x˙(0) (5.48)
che è in contrasto con la definizione di ciclo limite periodico.
A questo punto possiamo calcolare il valore della costante c1. Per la periodicità del
moto, può essere calcolato imponendo una delle seguenti condizioni:
x(0) = x(Tb/2) = 0, (5.49)
x˙(0) = −x˙(Tb/2), (5.50)
dalle quali otteniamo:
c1 = −
xk(1− cos(ωTb
2
))
sin(ω
Tb
2
)
(5.51)
che sostituendo al posto del periodo della superficie mobile il valore Tb =
2pi
ωb
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Figura 5.11: Andamento qualitativo delle velocità assoluta e relativa durante il ciclo limite
diventa:
c1 = −
xk(1− cos( pi
Ω
))
sin(
pi
Ω
)
. (5.52)
Noto il valore della costante c1 possiamo procedere calcolando l’ampiezza delle
oscillazioni del ciclo limite Acl e il valore dell’angolo di fase φ tra il moto della superficie
e del blocco (fig. 5.11). L’ampiezza Acl può essere calcolata inserendo il valore di c1
nella 5.45 e calcolando quanto vale lo spostamento al tempo t = Tb4 :
Acl = x(
Tb
4
) → Acl = xk
[
1− cos pi
2Ω
−
(
1− cos piΩ
sin piΩ
)
sin
pi
2Ω
]
(5.53)
Inoltre, ricordando che la velocità della superficie mobile è x˙b(t) = Aωbcos(ωb + φ)
e imponendo che all’inizio di ogni semi-periodo la velocità del blocco sia uguale a quella
della superficie mobile x˙(0) = x˙b(0), per rispettare la condizione di velocità relativa
nulla x˙rel(0) otteniamo la seguente relazione:
ωc1 −Aωbcos(φ) = 0 −→ cos(φ) = c1
AΩ
(5.54)
che sostituendo a c1 il valore espresso dalla relazione 5.52 diventa:
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cos(φ) = −
η(1− cos( pi
Ω
))
αΩ sin(
pi
Ω
)
(5.55)
Ora considerando che, per ipotesi, il blocco oscilla intorno alla posizione di equilibrio
x = 0 ne consegue che la posizione relativa del blocco calcolata in intervalli multipli di
Tb
2
deve risultare:
xrel(0,
Tb
2
, Tb, . . . ) = ±xb(0) = ±Asin(φ) (5.56)
Quindi sostituendo la 5.55 e la 5.56 nella relazione sin(φ)2 + cos(φ)2 = 1 è possibile
calcolare il valore asoluto dello spostamento relativo all’ inizio di ogni semi-periodo:
|λ| =
√
α2 − η
Ω2
1− cos(pi/Ω)
1 + cos(pi/Ω)
(5.57)
Affinchè il ciclo limite di puro scorrimento sia accettabile è necessario che all’ inizio
di ogni semi-periodo t = (0, Tb2 , Tb, . . . ), e cioè nei punti a velocità relativa nulla, non
sia soddisfatta la condizione 5.27 e cioè che risulti:
|mx¨(0) + kx(0)| > Fk (5.58)
che, ricordando che il blocco oscilla intorno alla posizione x = 0, diventa:
|sin(φ)| > η
αΩ2
(5.59)
A questo punto essendo utilizzando la 5.56 e la 5.57 la relazione 5.59 può essere
riscritta in modo da fornire una relazione che ci fornisca i valori del parametro α per i
quali è possibile il ciclo limite di puro scorrimento:
α >
η
Ω
√
1
Ω2
+
1− cos(pi/ω)
1 + cos(pi/ω)
(5.60)
La relazione 5.60 può essere rappresentata nel piano (α,Ω) come illustrato in figura
5.12 in cui i punti al di sopra della 5.60 rappresentano quei sistemi per cui è possibile
il ciclo di puro scorrimento.
5.5.2 Ciclo di pura aderenza
I cicli di pura aderenza possono essere raggiunti sia a partire da condizioni di
aderenza blocco-superficie (x˙rel(0) = 0) che da condizioni iniziali di strisciamento
(x˙rel(0) 6= 0). Le condizioni di esistenza del ciclo di pura aderenza possono essere
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Figura 5.12: Dominio di appartenenza dei cicli limite di puro scorrimento nel piano (α,Ω)
rappresentato per un η = 0.85
trovate risolvendo la 5.14, nel caso di aderenza iniziale (x˙rel(0) = 0) , e risolvendo la
5.29, nel caso di scorrimento iniziale (x˙rel(0) 6= 0).
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5.6 Risultati
In questo paragrafo sono riportati i risultati ottenuti, mediante implementazione
del modello in Matlab, per un sistema composto da un blocco di massa m = 0.5 kg,
una molla di costante elastica k = 22N/m e un coefficiente di attrito statico tra blocco
e superficie µs = 0.74. Il sistema è analizzato ponendo il blocco in aderenza con
la superficie al tempo t0 = 0 in corrispondenza dell’origine dell’ asse x e quindi le
condizioni iniziali sono:
x(0) = 0 (5.61)
x˙(0) = x˙b(0) = Aωb (5.62)
Le figure dalla 5.13 alla 5.16 si riferiscono a due sistemi che presentano un ciclo
limite di stick-slip, cioè caratterizzato dall’alternanza di fasi di aderenza e scorrimento.
Per entrambi i sistemi il rapporto delle ampiezze α = 2 e il rapporto dei coefficienti
di attrito vale: η = 0.5. Il rapporto delle frequenze, invece, è diverso e vale Ω = 0.2
per il sistema indicato con la lettera (a) e Ω = 0.1 per il sistema (b). Il sistema
(a) è caratterizzato da un ciclo limite di stick-slip con due fasi di aderenza e due di
scorrimento per ogni periodo mentre il sistema (b) ne presenta quattro.
Le fasi di aderenza sono facilmente individuabili osservando le curve che descrivono
l’andamento della posizione e della velocità relativa (curve verdi nelle figure 5.13 e
5.14). Infatti durante le fasi di aderenza la posizione e la velocità relativa sono costanti
e quindi appaiono come segmenti paralleli all’asse delle ascisse ed inoltre la velocità
relativa è nulla. Nella figura 5.15, che rappresenta lo spazio delle fasi x˙(t), x(t), le fasi
strisciamento (curve blu) sono degli archi di ellisse con centro in (∓xk; 0) a seconda che
la velocità relativa sia maggiore o minore di zero x˙rel ≶ 0. La forza di attrito durante
le fasi di aderenza è uguale alla somma della forza esercitata dalla molla, che varia
linearmente con la posizione del blocco, e della forza di inierzia, che è inversamente
proporzionale al prodotto della massa per l’accelerazione della superficie x¨b. La forza
di attrito aumenta in modulo durante le fasi di aderenza fino al suo valore massimo
max(Fs) = µsmg mentre durante le fasi di scorrimento ha valore costante e vale ±Fk
a seconda che la velocità relativa della fase di scorrimento sia maggiore o minore di
zero x˙rel ≶ 0 5.16.
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(a) (b)
Figura 5.13: (a) Andamento della posizione per un sistema che presenta stick-slip con due
fasi di aderenza per periodo, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.25. (b)Andamento della
posizione per un sistema che presenta stick-slip con quattro fasi di aderenza
per periodo, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.1.
(a) (b)
Figura 5.14: (a) Andamento della velocità per un sistema che presenta stick-slip con due
fasi di aderenza per periodo, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.25. (b)Andamento della
velocità per un sistema che presenta stick-slip con quattro fasi di aderenza per
periodo, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.1.
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(a) (b)
Figura 5.15: (a) Spazio delle fasi per un sistema che presenta stick-slip con due fasi di
aderenza per periodo, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.25. (b)Spazio delle fasi per
un sistema che presenta stick-slip con quattro fasi di aderenza per periodo,
η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.1. , α = 2 e Ω = 0.1.
(a) (b)
Figura 5.16: (a) Andamento della forza di attrito per un sistema che presenta stick-slip con
due fasi di aderenza per periodo, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.25. (b)Andamento
dellaforza di attrito per un sistema che presenta stick-slip con quattro fasi di
aderenza per periodo, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.1.
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Le figure dalla 5.17 alla 5.20 si riferiscono a due sistemi che presentano un ciclo
limite di puro scorrimento, cioè caratterizzato dall’ alternanza di fasi di scorrimento
a velocità relativa opposta. Le fasi di aderenza iniziali fanno parte del transitorio
necessario al sistema per stabilizzarsi sul vero e propio ciclo limite di puo scorrimento.
I sistemi sono caratterizzati da un rapporto dei coefficienti di attrito η = 0.85 mentre i
rapporti delle ampiezze e delle frequenze valgono: α = 2 e Ω = 1.5 per il sistema (a) e
α = 3 e Ω = 0.7 per il sitema (b).
Come indicato nel paragrafo 5.5.1 il blocco oscilla intorno alla posizione x = 0 con
un periodo pari al periodo della superficie mobile Tb =
2pi
ωb
e un ampiezza massima,
Acl, calcolabile tramite la relazione 5.53. Il moto del blocco inoltre è sfasato rispetto
a quello della superficie mobile di un angolo φ che può essere ottenuto mediante la
relazione 5.55.
(a) (b)
Figura 5.17: (a) Andamento della posizione per un sistema con ciclo limite di puro scor-
rimento, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.25. (b)Andamento della posizione per un
sistema con ciclo limite di puro scorrimento, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.1.
5.6. RISULTATI 67
(a) (b)
Figura 5.18: (a) Andamento della velocità per un sistema con ciclo limite di puro scorrimento,
η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.25. (b)Andamento della velocità per un sistema con
ciclo limite di puro scorrimento, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.1.
(a) (b)
Figura 5.19: (a) Spazio delle fasi per un sistema con ciclo limite di puro scorrimento, η = 0.5,
α = 2 e Ω = 0.25. (b)Spazio delle fasi per un sistemacon ciclo limite di puro
scorrimento, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.1. , α = 2 e Ω = 0.1.
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(a) (b)
Figura 5.20: (a) Andamento della forza di attrito per un sistema con ciclo limite di puro
scorrimento, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.25. (b)Andamento dellaforza di attrito
per un sistema con ciclo limite di puro scorrimento, η = 0.5, α = 2 e Ω = 0.1.
Conclusioni
Molti sistemi sono caratterizzati da componenti che strisciano con attrito gli uni su
gli altri (es. palette di turbine, impianti frenanti, pistoni ecc.). L’effetto della forza d’
attrito è spesso di primaria importanza sia per i suoi effetti negativi (vibrazioni, usura,
diminuzione efficenza, ecc.) che positivi (smorzamento).
La descrizione della forza di attrito è spesso molto complicata ed esistono vari modelli
che a partire da quello di Coulomb sono stati ideati per descrivere sempre più detta-
gliatamente gli effetti reali della forza di attrito: Stribeck, Dahl, LuGre, ecc.
Il modello studiato in questa tesi è composto da un oscillatore semplice libero di
scorrere con attrito su di una superficie rigida, scabra e mobile. Essendo questo lavoro
un primo studio e volendo semplificare il più possibile i risultati è stato utilizzato il
modello di attrito coulombiano arricchito dalle considerazioni sul valore del coefficiente
di attrito quando la velocità di scorrimento è nulla tratte da: Bowden e Leben [2],
Bowden e Tabor [3], Sampson et al. [16] e Rabinowicz [15]. Ne consegue che il valore
del coefficiente di attrito statico quando la velocità relativa tra le superfici torna a
zero, dopo una fase di scorrimento, non può assumere istantaneamente il suo valore
massimo, rappresentato dal valore del coefficiente di attrito statico, ma rimane uguale
al valore del coefficiente di attrito dinamico.
Sono state analizzate tre diverse leggi di moto della superficie: superficie ferma, mobile
a velocità costante e con legge oraria sinusoidale. In tutti e tre i casi le equazioni di
moto sono state risolte in modo da ottenere della relazioni analitiche, al variare di
particolari parametri, che caratterizzano la dinamica del sistema. Nel caso di superficie
fissa la soluzione risulta dipendente, oltre che dalla frequenta naturale del sistema
massa-molla, dal rapporto dei coefficienti di attrito dinamico e statico. Nel caso di
superficie mobile a velocità costante l’evoluzione del moto è influenzata, oltre che
dal rapporto dei coefficienti di attrito, dal rapporto tra energia potenziale ed energia
cinetica iniziali. Nel caso più complesso di superficie oscillante la soluzione risulta
dipendente da tre parmetri adimensionali: il rapporto tra la frequenza di oscillazione
della superfici e la frequenta naturale del sistema, il rapporto tra l’ ampiezza massima
delle oscillazione della superficie e lo spostamento tale da garantire una forza elastica
pari al valore della forza di attrito statico e il rapporto dei coefficienti di attrito.
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A causa della discontinuità presente nel modello di attrito coulombiano non è possibile
ottenere un’ unica soluzione che descriva tutta la storia di moto del sistema, ma è
necessario risolvere in successione le equazioni relative ad ogni fase (di scorrimento o
di aderenza) a partire da oppurtune condizioni iniziali.
Per il sistema con superficie oscillante sono stati individuati diversi tipi di ciclo limite
e i loro domini di esistenza al variare dei parametri caratteristici del sistema: pura
aderenza, puro scorrimento e stick-slip. I cicli limite sono di natura caotica in quanto
le loro caratteritiche dipendono dalle condizioni iniziali.
Nonostante che la legge di attrito coulombiano sia in grado di cogliere la natura caotica
del sistema esso non è in grado di cogliere fenomeni dinamici assai più complessi a
cui sono sottoposti questi sistemi (es: chattering, squeaking). Per osservare questi
fenomeni è necessario utilizzare delle leggi di attrito che tengano conto della dipenden-
za del coefficiente di attrito dallo spostamento (modello di Dahl) e dalla velocità di
strisciamento, e cioè dell’effetto Stribeck, come ad esempio il modello LuGre.
Altri sviluppi futuri riguarderanno la generalizzazione della legge dimoto della superficie
e l’applicazione dei metodi di analisi sviluppati per i sistemi dinamici complessi [10].
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